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摘要：本文以一道 2020 年高考题为例进行多解分析，探求多变量问题证明不等式

的常用方法，总结归纳一般求解策略，并作变式练习巩固.
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一、试题呈现

（2020 年高考天津卷·20）已知函数 3( ) ln ( R)f x x k x k   ，  'f x 为  f x 的

导函数．

（Ⅰ）当 6k  时，

（i）求曲线 ( )y f x 在点 (1, (1))f 处的切线方程；

（ii）求函数
9( ) ( ) ( )g x f x f x
x

   的单调区间和极值；

（Ⅱ）当 3k  时，求证：对任意的 1 2, [1, )x x   ，且 1 2x x ，有

       1 2 1 2

1 22
f x f x f x f x

x x

  



．

本题以初等函数为载体，考查求曲线的切线方程、研究函数的极值、导数的应用等基

础知识，考查运算求解能力、推理论证能力与创新意识，考查函数与方程思想、化归与转

化、分类与整合等思想，考查数学抽象、直观想象、逻辑推理、数学运算等核心素养，体

现综合性、应用性、创新性.

二、解法赏析

解法 1：(Ⅰ) (i) 9 8y x  .

(ii)函数  g x 的单调递减区间为  0,1 ，单调递增区间为  1, ；

 g x 的极小值为  1 1g  ，无极大值.（过程略）

（Ⅱ）解法 1：由 3( ) lnf x x k x  ，得
2( ) 3 kf x x

x
   .

对任意的 1 2, [1, )x x   ，且 1 2x x ，令
1

2

( 1)x t t
x

  ，则

           1 2 1 2 1 22x x f x f x f x f x    
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 3 3 2
2

13 3 1 2lnx t t t k t t
t

        
 

.①

令
1( ) 2ln , [1, )h x x x x
x

     .当 1x＞ 时，

2

2
1 2 1( ) 1 1 0h x
x x x

        
 

，

由此可得  h x 在 1, 单调递增，所以当 1t＞ 时，    1h t h ，即
1 2 ln 0t t
t

   .

因为 2 1x≥ ， 3 2 33 3 1 ( 1) 0t t t t      ， 3k ≥ ，

所以    3 3 2 3 2
2

1 13 3 1 2ln 3 3 1 3 2lnx t t t k t t t t t t t
t t

                 
   

≥

3 2 33 6 ln 1t t t
t

     . ②

由(Ⅰ)(ii)可知，当 1t  时，    1g t g ，即
3 2 33 6ln 1t t t

t
    ，

故
3 2 33 6ln 1 0t t t

t
     ③

由①②③可得            1 2 1 2 1 22 0x x f x f x f x f x      .

所以，当 3k ≥ 时，任意的  1 2, 1,x x   ，且 1 2x x ，有

       1 2 1 2

1 22
f x f x f x f x

x x

  



.

点评：本题第（Ⅱ）问是多元变量证明不等式问题，基本方法是消元构造新函数.把要

证的式子转化为
3 3 2 2 1 2 1
1 2 1 2 1 2

2 1 2

3 3 2 lnx x xx x x x x x k k
x x x

 
      

 
后，发现有多项含有

1

2

x
x ，故对式子

3 3 2 2
1 2 1 2 1 23 3x x x x x x   提取

3
2x ，进而令

1

2

( 1)x t t
x

  ，从而转化为证明

 3 3 2
2

13 3 1 2ln 0x t t t k t t
t

       
 

＞ ，再利用 2 1x≥ 及 3k ≥ 放缩后，把问题转化为

证明
3 2 33 6 ln 1 0t t t

t
    ＞ ，从而转化为单变量的不等式证明，本题难点突破，接下来

问题不难解决了.含双变量 1x ， 2x 的问题，常常构建 1 2x x 或
1

2

x
x 的关系，再利用换元，把

二元问题转化为一元问题.



解法 2：要证原不等式成立，只须证
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即证  2 2 2 21 2 1 2
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＞ ，

即证  
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   ＞ .

令 1 2 1t x x ＞ ≥ ，    32 2 2
2

1 1 2 ln 2 lng t t x k t x k t k x
x t

 
         

 
,则

           22 2
2 2 2 22'

2 2 22 2 2
2 2 2

31 1 23 3 0
t x t x kt xkg t t x k x t x k

x t t x t x t
  

            
 

＞

所以  g t 在  2 ,x  单增，则    2 0g t g x ＞ .

点评：解法 2 把要证不等式转化为证明  
2 2

3 1 2 1
1 2

1 2 2

2 lnx x xx x k k
x x x


   ＞ ，该式含有

三个变量，令 1t x ，进而构造以 t为主元的函数  g t ，注意到  2 0g x  ，故只须证明

   2g t g x＞ 即可，从而难点得以突破.解法 2 的关键是确定一个变量为主元，其它变量

为常量，这是处理多变量问题的常用策略.

解法 3：同解法 2，要证原不等式成立，只须证  
2 2

3 1 2 1
1 2

1 2 2

2 lnx x xx x k k
x x x


   ＞ .

为了构造
1

2

x
x 为变量函数，考虑对不等式进行放缩，即

1 2 1
1 2

2 2

1x x xx x
x x


  ≥ ，下证：

3

1 1 2 1

2 2 1 2

1 2 ln 0x x x xk k
x x x x

   
       

   
＞

令
1

2

1xt
x

 ＞ ，    3 11 ( ) 2 lnh t t k t k t
t

      ，

则    
   2 2

2'
2 2

1 31 23 1 (1 ) 0
t t k

h t t k k
t t t

 
       ＞ ，

所以  h t 在  1, 单增，则    1 0h t h ＞ .

点评：解法 3 同解法 2 先证不等式  
2 2

3 1 2 1
1 2

1 2 2

2 lnx x xx x k k
x x x


   ＞ ，为了构造以

1

2

x
x 为变量的函数，故将式子 1 2x x 放缩为

1

2

1x
x
 ，从而要证不等式的必要条件为



3

1 1 2 1

2 2 1 2

1 2 ln 0x x x xk k
x x x x

   
       

   
＞ ，实现了要证不等式的同构，达到对多元变量处理

难点的突破.有时证明不等式可以证明其必要条件，使得问题简化.

三、变式练习

练习 1：（2015 年高考全国卷Ⅱ·理 21）设函数
2( ) emxf x x mx   ．

(1)证明： ( )f x 在 ( ,0) 单调递减，在 (0, ) 单调递增；

(2)若对于任意 1x ， 2 [ 1,1]x   ，都有 1 2| ( ) ( ) | e 1f x f x ≤ ，求m的取值范围．

练习 2：（2016 年高考全国卷Ⅰ·理 21）已知函数
2( ) ( 2)e ( 1)xf x x a x    有两

个零点．

(1)求 a的取值范围；

(2)设 1x ， 2x 是  f x 的两个零点，证明： 1 2 2x x  ．

练习 3：已知函数
1( ) ln af x a x x
x


   ( a )R ．

(1)求函数 ( )f x 的单调区间；

(2)当 2e a e  时，关于 x的方程
1( ) 

 
af ax
ax

有两个不同的实数解 1 2,x x ，求

证： 1 2 1 24 x x x x .

练习 1答案：(1)略；(2)m的取值范围是[ 1,1]- ．

练习 2答案：(1)a的取值范围为 (0, ) ．；(2)略．

练习 3答案：(1)函数 ( )f x 单调递减区间是 (0, ) ，无递增区间；(2)略．

四、解后反思

多元变量问题在近年高考试题中频频出现，这类问题因变量多,结构复杂，学生不易掌

握.求解多元变量问题方法很多，本文以 2020 年天津高考题为例举的三种解法是解决多变

量不等式问题的常用方法，这些解法共同点是我们在解题时，须从不同的角度、不同方向

考虑整合变量或确定主元或换元变形
[1]
，目的均是消去变量．当然，除了以上的方法外，

还有许多其它的方法有待我们去总结，需要同学们在解题过程中充分运用数学思想方法，

领会数学建模、逻辑推理、数学运算、直观想象等数学核心素养．只有这样，我们才能达

到“通一题、会一类”的效果.

参考文献：

[1]蔡海涛.多元变量探究最值问题[J].中学数学教学参考（下旬）.2018，(1-2)104-105


